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Ця стаття присвячується робастній параметричній оптимізації дискретних систем 
управління. Пропонується метод досягнення компромісу між робастністю і якістю си­
стеми управління для номінальних і параметрично збурених моделей об’єкта в детермі­
нованому і стохастичному випадках. Для рішення задачі використовується багатомоде- 
льний Н2/Н„ підхід робастної оптимізації. Новим результатом даної роботи є розробка 
названого підходу для дискретної моделі стратосферичного аеростату.
Останнім часом стратосферичний 
аеростат все частіше розглядається як ба- 
гатообіцяюча платформа для майбутнього 
застосування з метою телезв'язку і спо­
стереження навколишнього середовища. 
Передбачається, що такий повітряний ко­
рабель використовуватиме сонячну пере- 
заряжаючу енергію протягом декількох 
років польоту, як удень, так і вночі. У 
світі аеростати використовують у різних 
напрямках.
У даний час стратосферна платфор­
ма аеростата /СПА/ дуже важлива для 
збільшення продуктивності мереж зв'язку. 
Саме тому деякі розвинуті країни такі як 
СІЛА, Японія і Південна Корея запустили 
проекти, які мають на меті дослідження, 
розвиток і створення аеростатів такого 
типу [1,2, 4-7]. Найважливішою задачею, 
що повинна бути вирішена в цих проек­
тах, є стабілізація аеростата на заданій 
висоті в близькості від певного зазда­
легідь обраного пункту в земній системі 
координат. Ця задача може бути вирішена 
тільки з автоматичними системами 
управління, що працюють у стохастично­
му навколишньому середовищі, яке мож­
на охарактеризувати з погляду проблем 
управління двома головними факторами: 
впливом зовнішніх атмосферних збурю­
вань (стохастичні стратосферні вітри [7- 
8]) і внутрішніх параметричних коливань, 
що змінюють динаміку аеростата. Тому 
необхідні показники робастності і 
точності системи управління при стохас-
тичних збуреннях навколишнього середо­
вища повинні бути високоякісними в 
стратегії проектів Для забезпечення 
працездатності такої системи, при 
конструюванні законів управління 
необхідно домагатися компромісу між 
точністю системи і її робастністью. З цією 
метою застосовується НЦН^ багатомо- 
дельний підхід. У відомій раніше 
літературі Я2/Я00 багатомодельний підхід 
застосовувався для неперервних систем 
управління аеростатом [1]. Метою даної 
роботи є розробка цифрової системи 
управління аеростатом ,що був розробле­
ний в Корейському Науково-Дослідному 
Аерокосмічному Інституті та описана в 
[6].
Метод стабілізації в заданій точці 
оснований на припущенні того, що аеро­
стат вирівняний по напрямку вітру і сила 
тяги буде компенсувати силу вітру. З дея­
ких недавніх публікацій [3, 4] відомо, що 
у випадку маленької повітряної швидкості 
ефективності аеродинамічних управляю­
чих поверхонь недостатньо для 
управління положенням аеростата. У 
цьому випадку вектор тяги розглядається 
як головне вхідне управління поряд із 
традиційними аеродинамічними поверх­
нями. З іншого боку, коли дійсна 
повітряна швидкість приблизно дорівнює 
її номінальній величині (у ,=20м/сек),  
вектор тяги набагато менш ефективний 
чим аеродинамічні поверхні, тоді в цьому 
випадку краще використовувати тільки їх.
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Саме тому, закон управління визначений 
фактичною швидкістю вітру на даній 
висоті, що має випадкову величину. Аеро­
динамічне дослідження показує, що якщо 
дійсна повітряна швидкість менша ніж 
V, = \ 0м І секто  необхідно використову­
вати вектор тяги разом із традиційними 
поверхнями управління, інакше потрібно 
використовувати тільки останні. У данній 
статті розглядається основний випадок 
(без вектора тяги).
Самий простий опис впливу вітру 
може бути описаний за допомогою моде­
лей Драйдена, які представляють поздов­
жню щ  та вертикальну компоненти ве­
ктора вітру. їх ми розглядаємо як постійні
випадкові процеси із слідуючими спект-
ральною питомою щільністю:
6 м (йТ) = 2 а  и ї й
1
и  оП (1 + Г м ® 2)
*7ж ( й7) =
2
(У у/ 1 + 3 • г ^ • со ^М2 (1)
и  оП
С а ® ) 2
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■
; т 7 » ’ .
На рис. 1 показане схематичне зоб­
раження розглянутого аеростата. Він об­
ладнаний кермом напрямку (Зг ), кермом 
висоти (8е ) і двигунами малої тяги з 
двох сторін (правий і лівий борт, на рис. 1 
представлений тільки правий двигун 
малої тяги). Вектор тяги досягається на­
хиленням обох (правого і лівого) двигуна 
малої тяги на кут /и3 = ц р -  /л . З 
попередніх розумінь /л = 0. У цьому 
методі вектор управління -  2В-вектор:
Vс -  [ЗіН, 8е ] ,  де його перший компонент 
-  значення сили тяги, що може 
змінюватися в діапазоні ±5 (чи ±50% 
від розрахункового номінального значен­
ня Та = 13 80А в урівноваженому стані на
висоті Зкм і V, = 20м/сек). На тій же 
висоті і при V, =10м/ сек урівноважене 
значення збуреної тяги дорівнює 
Т0Р = 345А . Місце розташування
двигунів малої тяги щодо центра мас 
визначається трьома відстанями 
сіх = 8,925м, <іу = 6,5м (це на показано на
рис.1), сі. =3,75м. Інші важливі розміри 
-  діаметр і довжина корпуса: 0=12,5м, 
Ь=50м. Маса аеростата 2600 кг, моменти 
інерції (в )кг-м2\
7 Г = 75000,7у = 570000,7. = 550000 .
Р -  вектор тяги. Модель поздовжньої 
динаміки розрахована з відомого підходу, 
описаного в роботах [8].
Як відомо, найпростіший опис тур­
булентного вітру можна зробити за допо­
могою моделі Драйдена, яка представляє 
иу, вертикальну и» та бічну V компонен­
ти вектора миттєвої швидкості вітру як 
стаціонарний випадковий процес із на­
ступними спектральними щільностями:
=
2
С Т 1V Ьм> 1 +  3  • • с о ^
и  о н (і +  С 0 2)2
т  _  7 ,  и  •
Т У  = 1у> ■ X -
и ~ и 0 и 0 ’ "
де Ьи, І  у, А, відповідні масштаби турбуле­
нтності, Щ постійна швидкість літака,
Сг(, а і,,0'и, с. к. з. відповідних компонент 
швидкості. Ці процеси можуть можуть 
бути представлені як виходи формуючих 
фільтрів, входи яких збуджуються некор-
рельованими білими шумами: •
Вертикальна швидкість може бути лег­
ко перерахована у турбулентний кут ата­
ки: а  ? /  £/0. Для повздовжнього
руху можливо ввести вхідний 
ті = [ та вихідний
§  = вектори, де є турбу­
лентним приростом кутової швидкості 
тангажу, що дорівнює: л{, =-<х? . Струк­
турна схема системи управління для по-
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здовжнього каналу показана на рис. 2. 
Елемент “8?м” -  це елемент насичення 
для обмеження помилки висоти .
Автопілот має ПІД-регулятор у 
контурі горизонтальної швидкості (і) так 
само як висоту (к) контур стабілізації. 
Останній має внутрішній контур для 
управління кутом тангажа (к9 і кд) і 
зовнішній контур для стабілізації висоти 
(одержуємо кь й елемент насичення).
Вихід регулятора висоти викорис­
товується як управляючий сигнал для 
контура управління тангажем. У цьому 
випадку, включивши елемент насичення у 
зовнішній ланцюг, можна обмежити мак­
симальне значення кута тангажа в плині 
перехідного процесу, межі якого були 
визначені в процедурі моделювання. 
Необхідно також пам'ятати, що в силових 
приводах маємо два елементи: "ВМ(дТ)" 
для управління тягою й "5М(£е)" у 
керуванні кермом висоти. Структурна 
схема силових приводів показана в [2]. 
Відповідно до [4, 5] керована сила тяги 
кожного двигуна може бути записана як:
Г = Г0(і + <5Г), (3)
де Т0 -  середнє значення сили тяги і дТ -  
збільшення тяги, викликане системою 
управління. Середнє значення Т0 
дорівнює силі лобового опору:
т„=с; чіч)У\ (4)
де С /  -  коефіцієнт сили лобового опору, 
що впливає на повітряну швидкість; с[ -  
динамічний тиск, і V -  об’єм аеростата. 
Ця формула показує, що Т0 залежить від 
квадрата повітряної швидкості. Саме тому 
коли повітряна швидкість дорівнює 
номінальному значенню 20 м/сек 
збільшення повинне бути обмежене на­
ступними межами: -0.5 < ЗГ < 0.5 , тим 
часом знижуючи значення повітряної 
швидкості можна розширити ці межі до 
-  0.75 <ЗТ< 0.75 чи навіть до ± 1. Однак 
ці межі насичення повинні бути оцінені 
більш точно для даного проекту аероста­
та. Межі насичення — 0.5 < <57" < 0.5 мо­
жуть також використовуватися для сило­
вого приводи керма висоти.
Рис. 1. Схематичне зображення аеростата
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И
Елемент ФФ 
для вектора білого шуму 7] із одиничною 
ковариаційною матрицею 3x1 вектора
збурювання U а
Рис. 2. Структурна схема систем управління
це формуючий фільтр відповідно. Як моделі цих блоків були
прийняті інерційні ланки першого поряд­
ку з постійними часу 0,5сек (для 
"ВМ(5е)") і 2 сек (для "ВМ(бГУ'), що 
зв'язані з елементом насичення для обме­
ження ходу кермових поверхонь. Матриця 
линеаризованного регулятора К може бу­
ти записана як:
к л > ? Л відповідноr g ’ ^ g ’^g
до моделі Драйдена. Простір станів цього 
фільтра описується в [1]. Тому 
детермінована модель аеростата в 
просторі станів має вектор входу
Uс = \<5Г,ёе\ , що складається тільки із
входів управління, у той час коли в сто- 
хастичному випадку цей вектор має 5
компонентів: U = [Uc,Ud\ . Вектор вихо­
ду Z використовується для оцінки якості в 
обох (стохастичному і детермінованому) 
випадках. Канал управління висотою 
складається із 2 контурів: внутрішній кон­
тур для управління кутом тангажа 
(коефіцієнти kg,kq) і зовнішній контур
для управління висотою (коефіцієнт kh і 
“Sat”). Ця структура поряд з елементом 
насичення обмежує кут тангажа .9 в пе­
рехідних процесах. Блоки " ВМ(дТ)" і 
"ВМ{5е)" представляють силові приводи 
двигунів малої тяги і керма висоти
К = »/>0
диф
о о
о
- к„
0
■к с
0
-  к skh
(5)
'Я
яка включає пропорційну, диференціальну 
й інтегральну складові в першому рядку 
(канал управління швидкістю) і складові 
кутової швидкості, кута тангажа і висоти в 
другому рядку (канал управління висо­
тою). Остаточна мета процедури синтезу -  
це відшукання оптимальних величин цих 
параметрів. Ці параметри повинні гаран­
тувати мінімальне значення деякої 
функції втрат, яка оцінює якість системи 
управління на основі деякого вектора про­
стору станів Т. У [1] показано, що метою 
стабілізації місця розташування є викори­
стання не тяги, що нахиляє навіть у ви­
падку маленької швидкості вітру, і 
традиційного управління щодо тяги, а 
краще використовувати кермо висоти.
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В аналітичній процедурі синтезу 
прийняті в увагу тільки лінеаризовані 
моделі аеростата, силових приводів і ре­
гулятора. Як було згадано вище, такий 
вид проблем у даний час вирішується ме­
тодом змішаної Н 2 / Нх оптимізації, яка 
дозволяє забезпечувати робастність одно­
часно для декількох моделей і зберігати 
необхідну якість СУ особливо в області 
БПЛА [7, 8].
Процедура робастної оптимізації 
дискретної системи управління 
ґрунтується на одержанні складного по­
казника якості, що складається з наступ­
них компонентів:
1) Ні -  норма для кожної моделі 
дискретної системи в детермінованому 
випадку:
^ = Щ Х Ї ^ - Х к + ит-К-и ], (9)
V к=0
де: Хк -  вектор стану, и  -  вхідний вектор 
керування, С), її -  вагові матриці.
2) # 2 -  норма для кожної моделі 
дискретної системи в стохастичному ви­
падку:
Л  ■=,№*£ [ ХТк - 2 - Х к + и т-Л-и] (10)
V к=0
Ем -  символ операції математичного 
очікування по ансамблю.
3) Нсо -  норма функції компле­
ментарної чутливості дискретної системи 
для кожної моделі:
||г|1=% ?а(г(7ю)), (И)
СО
де:а -  сингулярне число матриці Т, а  -  
максимальне сингулярне число на заданій
частоті. Відповідно до [9] ||Т||ю є мірою 
робастності.
Так як всі ці розрахунки можна про­
водити тільки для стійких систем, необ­
хідно в складний показник якості оптимі- 
заційної процедури включити штрафну 
функцію, що обмежує розміщення полю­
сів замкнутої системи в деякій області М 
на комплексній площині [10]. Ця область 
обмежена двома напівжирними колами 
(рис. 3).
Іт
Перше коло з великим радіусом ви­
значає запас с т і й к о с т і , друге коло з мале­
ньким радіусом визначає максимальну 
полосу пропускання. Для того щоб уник­
нути високочастотних коливань з часто­
тою Найквіста, необхідно всі полюси за­
мкненої системи розміщувати всередині 
правого одиничного кола. Коливальність 
системи обмежується логарифмічною 
спіраллю. Штрафна функція розрахову­
ється за формулою:
0, якщо <1т > с!пЛ
РР(.ат) = р
~г
ґ
1 +  СОБ ■
V
*•(4 » - 4 >Л
{^т\ ~<^о) ) (12)
Р, ЯКЩО СІт < С І0
якщо сі0 <(1т <<7„;1
Побудуємо комплексний критерій 
"якість-робастність", що містить в собі 
показники якості для детермінованих та 
стохастичних збурень, а також показники 
робастності для цих моделей літального 
апарату:
+ ЛБЛ1 + 
2
ОО+РІЦ
де Лс!,Л8 - вагові коефіцієнти для показ­
ників (9,10) номінальної моделі відповід-
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н о ; ЛЛ(р> ,ЛХі(р) - ва го в і к о е ф іц іє н т и  д л я  
п о к а зн и к ів  (9 ,1 0 ) д л я 'с ім е й с т в а  із т п а ­
р ам етр и ч н о  -  зб у р ен и х  м о дел ей  в ід п о в ід ­
н о ; Аоо Д ю  - вагов і ко еф іц ієн ти  д л я  п о к аз­
н и к ів  р о б астн о ст і (11 ) дл я  н о м ін ал ьн о ї т а  
п ар ам етр и ч н о  зб у р ен о ї м оделей  в ідп овідн о .
В к л ю ч е н н я  # м - н о р м  ф у н к ц ій  к о м ­
п л е м е н т а р н о ї ч у т л и в о с т і д л я  н о м ін а л ь н о ї 
т а  з б у р е н о ї м о д е л е й  із в ід п о в ід н и м и  в а г о ­
в и м и  к о е ф іц іє н т а м и  Лт т а  Лтір) д о зв о л я є
м и  м аєм о  н о м ін а л ь н у  м о д е л ь , а  п р и  
ш в и д к о с т і У ір = 1 0  м /с е к  -  зб у р ен у .
Н о м ін а л ь н а  м о д е л ь : 
-0 ,0486  -0 ,0 9 0 8  0,2633 0,4698 0 0'
0,0001 -0 ,3829 -3 ,9684 -0 ,0390 0 0
0,0005 0,0330 -0 ,1059 -0 ,1707 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
Я = [М4Д:3)]
5
в ід н а й т и  б а ж а н и й  к о м п р о м іс  м іж  т о ч н іс ­
т ю  і р о б а с т н іс т ю  с и с те м и  за  р а х у н о к  в а р і­
а ц ії  ц и х  к о е ф іц іє н т ів  п ри  б а га т о р а зо в о м у  
в и к о н а н н і п р о ц е д у р и  о п ти м ізац ії. 
В к л ю ч е н н я  в  к р и т е р ій  (13 ) в с іх  в и щ е з г а ­
д а н и х  м о д е л е й  с и с т е м  (н о м ін а л ь н о ї т а  
зб у р е н о ї)  г а р а н т у є  в ід ш у к а н н я  к о м п р о м і­
су  щ о д о  я к о с т і т а  р о б а с т н о с т і с и с т е м и  у  
в с іх  м о ж л и в и х  т о ч к а х  о б л аст і д о п у с т и м и х
р е ж и м ів  п о л ь о т у  .
М ін ім іза ц ія  в и р а зу  (1 3 ) з д ій с н ю є т ь ­
ся  м е т о д о м  Н е л д е р а  -М ід а .
Ц я  п р о ц е д у р а  о п т и м іза ц ії  м о ж е  з а ­
с т о с о в у в а т и с я  т іл ь к и  до  л ін ій н и х  си с те м . 
О д н а к  у  б іл ь ш о с т і в и п а д к ів  н е о б х ід н о  
в к л ю ч и т и  д е я к у  н е л ін ій н у  ф у н к ц ію , я к а  
н е о б х ід н а  д л я  н о р м а л ь н о ї р о б о т и  з а м к н у ­
т о ї  с и с т е м и . У  в и п а д к у  с и стем  у п р а в л ін н я  
п о л ь о т о м  ц і н е л ін ій н і ф у н к ц ії  -  ц е  е л е м е ­
н ти  н а с и ч е н н я , щ о  о б м е ж у ю ть  в х ід н і і 
в и х ід н і с и гн а л и  з  п о гл я д у  б е зп е к и  п о л ь о ­
т ів , і ін о д і м е р т в о зо н а л ь н і е л е м е н ти , як і 
в ід б и в а ю т ь  ф а к т и ч н і в л а с ти в о ст і д е я к и х  
с и л о в и х  п р и в о д ів  і д а тч и к ів . С ам е  т о м у  
д у ж е  в а ж л и в о  в и к о н а т и  м о д е л ю в а н н я  оп - 
т и м із о в а н о ї С У , в я к у  б у л и  б  в к л ю ч е н і 
н е о б х ід н і н е л ін ій н і е л ем ен ти .
0,4822 0,5651
0,0004 -2 ,7 7 5 5
0,0018 -0 ,2 0 5 3
0 0
0 0
0 0
і зб у р ен а : 
-0 ,0243  -0 ,0 4 5 4 0,1317 0,4698 0 0
0,0001 -0 ,1914 -1,9842 -0 ,0 3 9 0 0 0
0,0002 0,0165 -0 ,0 5 2 9 -0 ,1707 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
Вр = [Вбр,Ар{.Д : З)]
д е  Всір
0,1206 0,1413
0,0001 - 0 ,6 9 3 9
0,0004 - 0 ,0 5 1 3
0 0
0 0
0 0
Н а  в х ід  р е г у л я т о р а  н а д х о д я т ь  с и г н а ­
л и  в ід  д а т ч и к ів  в и с о т и  /?, к у т а  т а н г а ж а  0  і 
к у т о в о ї ш в и д к о с т і п о  т а н г а ж у  д, в ід п о в ід ­
н о , Ки, К,9, Кс, їх н і к о е ф іц іє н т и  п ід с и ­
Робастна параметрична оп- 
тимізація дискретних систем 
управління стратосферного аеро­
стата. Подовжній канал.
З а д ає м о  м о д е л ь  а е р о с т а т а  в п р о с то р і 
с т а н ів , д е  в е к т о р  п р о с то р у  с тан ів  
д о р ів н ю є  Х = [и ,\у ^ ,0 ,1 і ,іи ] '. П р и  ц ь о м у  
в в а ж а єм о , щ о  п р и  ш в и д к о с т і \0:=2О м /с е к
л ен н я .
В е к т о р  в и м ір ю в а н и х  к о о р д и н а т  
У = [и,Ъ,в,д]Т. Р е гу л я т о р  п р е д с т а в л я є т ь с я  
м а т р и ц е ю
~ 8 Г '
1
3 0 0 0
де
~
0 Кн к э
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ристовуються наступні параметри: 
111=0,9999, 112=0.0005. Після оптимізації 
вектор параметрів буде мати вигляд: 
К=[0.1529 1.0156 0.0102 8.1384 1.0079 0.0476] 
Чисельні характеристики номіналь­
ної й збуреної систем представлені в таб­
лиці 1. З цих таблиць видно, що с. к. з. 
перемінних стану номінальної й збуреної 
систем, так само як і Яг і Яо-норми мають 
невеликі розходження, цілком припустимі 
з погляду функціонування системи в ці­
лому.
Таблиця 1 Чисельні характеристики номінальної й збуреної систем
Об’єкт
С.К.13. перемінних стану Н2-
норма
детер.
Н2-
норма
стах.
н т_
норма
U
(рад)
V
(рад)
q
(град)
0
(рад)
h
(м)
5е
(град)
Ном. 0,09 0,35 1,36 0,42 0,78 3,96 0,481 3,15 1,41
Збур. 0,05 0,16 0,64 0,43 0,27 4,8 0,235 2,08 0,53
Близкість динамічних характеристик 
замкнутих номінальної та параметрично 
збуреної систем іллюструється і 
логарифмічними частотними характери­
стиками сингулярних чисел, які 
представлені на рис. 4 (а -номінальної 
замкнутої системи, б -  збуреної відповідно).
Піки ЛЧХ сингулярних величин функції 
чутливості для номінальної й збуреної мен­
ше нуля (чи менше 1 у природному 
масштабі). Такі маленькі величини ЦгЦ^  га­
рантують робастність замкнутої системи.
Процедура оптимізації складається з 
оптимізаційної програми, програми оцін­
ки результатів оптимізації і моделювання 
кінцевої СУ.
Практичне використання результа­
тів оптимізації вимагають також моделю­
вання динаміки системи при наявності 
нелінійних елементів типу насичення, 
зони нечутливості і т.д., що широко ви­
користовуються в реальних законах ке­
рування польотом. У зв'язку з цим оста­
точний висновок про якість функціону- Рис- 4- Логарифмічні частотні характеристики 
вання СУ роблять після її моделювання в ' сингулярних чисел
пакеті СИМУЛІНК із використанням не­
обхідних нелінійних функцій.
Singular Values
а
Singular Values
б
Д Є
Г щ д  (*) = К р  + * * *  —  + К,нт -ї - ,
2Г 2 —  1
ек~К  -И, еи =и0 -и .
Вектор параметрів автопілоту К що 
визначається оптимізаційною процеду­
рою, складається з наступних компонен­
тів:
к =  [Кпр, Кдиф, Кінт, Ка, Кч, Кь ]. (14)
Вагові коефіцієнти в складному пока­
знику якості: Л0, = ЛрА = 1; Л0і = Лрх = 1,
Лп = Лро0 = 1. У штрафній функції вико­
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Transient processes
Рис. 5. Р езультати  м од елю ван н я  п од овж н ього  
кан алу
Результати моделювання подовж­
нього каналу з включенням усіх необхід­
них нелінійних елементів (насичення сер- 
вопривода, коректора висоти і т.п.) при 
впливі стохастичних вітрових збурювань 
показані нарис. 5.
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